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Аннотация
По мере своего развития математическое моделирование находит всё новые и новые
области применения, оставаясь эффективным инструментом, в том числе, инженерной
деятельности. Математические модели проходят путь эволюционного развития, повышая
адекватность по соответствию реальным физическим процессам. Одно из актуальных на-
правлений математического моделирования связано с развивающимся технологиями ад-
дитивного прототипирования. Например, при изготовлении изделий из металлических по-
рошков методами аддитивных технологий, в частности, селективного лазерного плавле-
ния, одним из практических вопросов является подбор оптимальных параметров работы
3D- принтера. Решение задачи оптимизации х параметров работы 3D- принтера должно
базироваться на математической модели процесса нагрева и расплавления частиц металла.
В качестве базовой концепции моделирования использован подход, основанный на форми-
ровании и решении уравнения теплопроводности с краевыми условиями, учитывающими
сферическую форму частицы, распределение энергии в поперечном сечении лазерного пуч-
ка и взаимное пространственное положение частицы и лазерного пучка. Отмечается, что
для оценки структуры формируемых деталей подобный подход является избыточным, а
алгоритм интегрирование уравнения в частных производных обладает высокой вычисли-
тельной сложностью. Для упрощения задачи анализа исходная микромодель трансформи-
рована в макромодели нагрева и расплавления, в которых распределение температуры по
объему частицы считается постоянным, а внешнее воздействие на частицу сводится к пе-
редаче тепла через поверхность шара, с верхней стороны - от лазерного луча к частице, а
с нижней стороны - от частицы к окружающей среде. Для макромодели получены времен-
ные диаграммы нарастания температуры и накопленной внутренней энергия частицы во
времени. Сделан вывод о возможности разбиения пространства вокруг частицы на зоны:
полного и неполного расплавления, а также зону нагрева, недостаточного для расплавле-
ния. Показано, что наличие подобных зон приводит к рыхлости структуры формируемых
на 3D-принтере деталей.
Ключевые слова: аддитивные технологии, лазерный нагрев, уравнение теплопроводно-
сти, микромодель, макромодель, временные диаграммы нагрева-расплавления.
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Abstract
As it develops, mathematical modeling finds more and more new areas of application,
remaining an effective tool, including engineering. Mathematical models go the way of
evolutionary development, increasing the adequacy in accordance with real physical processes.
One of the relevant areas of mathematical modeling is associated with the developing
technologies of additive prototyping. For example, in the manufacture of products from metal
powders by the methods of additive technologies, in particular, selective laser melting, one of
the practical issues is the selection of optimal parameters for the 3D printer. The solution
to the optimization problem x of the 3D printer operation parameters should be based on a
mathematical model of the process of heating and melting of metal particles. An approach
based on the formation and solution of the heat equation with boundary conditions that take
into account the spherical shape of the particle, the energy distribution in the cross section
of the laser beam, and the relative spatial position of the particle and the laser beam is used
as the basic concept of modeling. It is noted that to assess the structure of the formed parts,
this approach is redundant, and the algorithm for integrating the partial differential equation
has high computational complexity. To simplify the analysis task, the initial micromodel is
transformed into heating and melting macromodels in which the temperature distribution over
the volume of the particle is considered constant, and the external effect on the particle is
reduced to heat transfer through the surface of the ball, from the upper side from the laser beam
to the particle, and from the lower side - from particle to environment. For the macromodel,
we obtained time diagrams of the temperature increase and the accumulated internal particle
energy in time. It is concluded that it is possible to divide the space around the particle into
zones: complete and incomplete melting, as well as a heating zone insufficient for melting. It is
shown that the presence of such zones leads to the friability of the structure of the parts formed
on the 3D printer.Keywords: additive technology, laser heating, heat conduction equation, micro-
model, macro-model, heating-melting timing charts.
Keywords: additive technologies, laser heating, thermal conductivity equation, micromodel,
macromodel, time diagrams of heating-melting.
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1. Введение
Аддитивные технологии изготовления деталей, основанные на послойном лазерном на-
плавлении частиц мелкодисперсных порошков металлов, в настоящее время распространены
достаточно широко [1, 2, 3, 4, 7, 8]. Практическая реализация подобных технологий, например,
для стали 07Х18Н12М2, связана с установлением оптимальных режимов функционирования
лазера 3D-принтера, осуществляющего нагрев частиц до температуры плавления и последу-
ющее их плавление [1, 2], что обеспечивает, в конечном итоге, требуемые прочностные харак-
теристики изготавливаемых деталей, и позволяет экономить дорогостоящее сырье.
Для решения задачи оптимизации необходима математическая модель, позволяющая за
приемлемое время оценить эффективность предлагаемых технических решений. Общеприня-
тый подход к математическому моделированию процесса нагрева и расплавления металличе-
ского порошка основан на исследовании распространения тепла внутри частицы при ее нагре-
ве и фазовом превращении [5, 6]. Реализация подобного подхода связана с интегрированием
уравнений в частных производных, что в свою очередь, требует значительных вычислитель-
ных ресурсов, и поэтому малопригодны для практической инженерии. В том случае, если
результатом оптимизации является настройка 3D-принтера под конкретный материал с из-
вестными свойствами, требуется упрощенная модель, позволяющая оперативно варьировать
параметры установки. Инженерные подходы к моделированию, позволяющие оптимизировать
аддитивный технологический процесс, в настоящее время развиты недостаточно, что обуслов-
ливает важность и актуальность настоящее работы.
2. Микромодель нагрева частицы
Расчетная схема для определения температуры частицы порошка приведена на рис. 1 a,
где показана частица в виде шара радиусом R, в ортогональном пространстве xOyz, центр О
которого связан с центром шара, ось z совпадает с направлением падения на шар лазерно-
го луча, а оси x и y образуют с осью z правую систему координат. Вследствие того, что шар
представляет собой точечно-симметричное симметричное тело, без нарушения общности мож-
но считать, что центр пучка электромагнитного излучения, формируемого лазерной системой,
смещен вдоль оси x относительно оси z на величину d [9].
Распространение тепла при нагревании шарообразной частицы лазерным лучом в пределах
одного фазового состояния (твердого, или жидкого) описывается с помощью дифференциаль-
ного уравнения теплопроводности [10]
𝜕𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)
𝜕𝑡
=
𝛼
𝑐𝜌
∇2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) , ∀𝑥, 𝑦, 𝑥 ∈ (︀𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 6 𝑅2)︀ , (1)
где 𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - распределение температуры по объему частицы в момент времени t в градусах
Кельвина; x, y, z - пространственные координаты; ∇2 = 𝜕2
𝜕𝑥2
+ 𝜕
2
𝜕𝑦2
+ 𝜕
2
𝜕𝑧2
- дифференциальный
оператор Лапласа; 𝛼 - коэффициент теплопроводности, характеризующий скорость выравни-
вания температуры в неравномерно нагретой частице; с - удельная теплоемкость материала
частицы; 𝜌 - плотность материала частицы; t - время; R - радиус шара.
Распределение энергии 𝑤(𝑥′, 𝑦) по площади сечения лазерного пучка с эффективным ра-
диусом r определяется конструкцией и режимом функционирования лазера (рис. 1 b). Ла-
зерный пучок, направленный сверху вниз вдоль координаты z, нагревает верхнюю полусферу
частицы, откуда тепло распространяется по всему ее объему. При этом лучи пучка частично
отражаются, от поверхности частицы, а частично поглощаются частицей.
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Рис. 1. Расчетная схема для определения температуры частицы (а)
и распределение энергии в лазерном луче (b)
Количество поглощенной энергии зависит от свойств поверхности частицы и от углов па-
дения лучей лазерного пучка на поверхность,
?˜? (𝑥, 𝑦) = {1− 𝑘𝑟 [𝜙 (𝑥, 𝑦)]} · 𝑤 (𝑥− 𝑏, 𝑦, 𝑡) , (2)
где b - расстояние от оси z до центра лазерного пучка; 𝜙 (𝑥, 𝑦) - угол падения луча на поверх-
ность шара в точке с координатами x, y; 𝑘𝑟 [𝜙 (𝑥, 𝑦)] - коэффициент отражения;
𝜙 (𝑥, 𝑦) = arccos
√︀
𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2
𝑅
. (3)
При импульсном нагреве частиц, с прямым фронтом и прямым срезом импульса [10]
𝑤(𝑥′, 𝑦, 𝑡) = 𝑤(𝑥′, 𝑦) [𝜂 (𝑡)− 𝜂 (𝑡− 𝜃)] . (4)
где 𝑤(𝑥′, 𝑦) - распределение энергии в лазерном пучке; 𝜂 (𝑡) - единичная функция Хевисайда;
𝜃 - длительность импульса;.
Распределение температуры внутри шара после начала воздействия лазерного излучения
определяется за счет интегрирования уравнения в частных производных (1) при начальных
условиях
𝑇0 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑇0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑥,𝑦,𝑧, ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈
[︀(︀
𝑥2, 𝑦2, 𝑧2
)︀
6 𝑅2
]︀
, (5)
и граничных условиях теплообмена с окружающей средой на верхней и нижней полусферах
[11]
𝑞𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1
𝛽
· [︀𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)− 𝑇−𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)]︀ , 𝑥, 𝑦, √︀𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 > 0 (6)
𝑞𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) =
1
𝛽
· [︀𝑇+𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)− 𝑇−𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)]︀ , 𝑥, 𝑦, √︀𝑅2 − 𝑥2 − 𝑦2 6 0; (7)
где 𝑞𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - удельный тепловой поток, поступающий от лазерного источника, через еди-
ницу площади поверхности в единицу времени; 𝑞𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - удельный тепловой поток, рассе-
иваемый в окружающем пространстве через единицу площади поверхности в момент времени
t ; 𝛽 – термическое сопротивление материала частицы; 𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - температура в точке па-
дения лазерного луча, определяемая по методике, приведенной в [12], с. 80., 𝑇−𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) -
температура в той же точке внутри шара,; 𝑇+𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑇
−
𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - температура в точке с
координатами x, y, z вне и внутри шара, соответственно.
492 Е. В. Ларкин, А. Н. Привалов
Микроанализ процесса нагрева частицы лазерным лучом, проведенный с помощью инте-
грирования уравнения (1) в частных производных [13] с начальными условиями (5) и гра-
ничными условиями (6), (7), дает подробную информацию о состоянии частицы с момен-
та нагревания до текущего момента, включая распределение температуры по объему. Зача-
стую подобная информация является избыточной, поскольку для формирования детали на
3D-принтере существенно важным является ответ на вопрос, какой процент массы частицы
изменил фазовое состояние. Для ответа на этот вопрос достаточно свести микроанализ про-
цесса к макроанализу, рассматривая состояние частицы в целом.
3. Макромодель нагрева и расплавления частицы
Если определять распределение температуры по объему частицы не требуется, то
∇2𝑇 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 0.
В этом случае 𝑇−𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑇
−
𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝑇 (𝑡) и (1) преобразуется в
𝐶
𝑑𝑇 (𝑡)
𝑑𝑡
= 𝑄𝐿 (𝑡) +𝑄𝑒 (𝑡) , (8)
где 𝑄𝐿 (𝑡), 𝑄𝑒 (𝑡) - общее количество тепла, поступающего через верхнюю и нижнюю полусфе-
ры, соответственно; 𝑄𝑒 (𝑡) - общее количество тепла, поступающего через верхнюю полусферу;
! = 43𝜋𝑅
3𝑐𝜌 - теплоемкость шарообразной частицы; 𝑇 (𝑡) - температура частицы.
Теплопередача осуществляется по нормали к поверхности, поэтому как 𝑄𝐿 (𝑡), так и 𝑄𝑒 (𝑡),
должно определяться интегрированием (6), (7) по площади поверхности шара:
𝑄𝐿 (𝑡) =
1
𝛽
·
∫︁∫︁
𝑆1
𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆1 −
2𝜋𝑅2
𝛽
𝑇 (𝑡) , ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (︀𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 𝑧 > 0)︀ ; (9)
𝑄𝑒 (𝑡) =
1
𝛽
·
∫︁∫︁
𝑆2
𝑇+𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆2 −
2𝜋𝑅2
𝛽
𝑇 (𝑡) , ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (︀𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 𝑧 > 0)︀ . (10)
Подставляя (10) и (11) в (8), будем иметь:
𝜉
𝑑𝑇 (𝑡)
𝑑𝑡
+ 𝑇 (𝑡) = 𝑘1 ·
∫︁∫︁
𝑆1
𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆1 + 𝑘2 ·
∫︁∫︁
𝑆2
𝑇+𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆2, (11)
где 𝜉 = 𝑐𝜌𝛽𝑅3 - постоянная времени нагрева/охлаждения частицы в целом; 𝑘1 = 𝑘2 =
1
4𝜋𝛽𝑅2
- коэффициенты передачи тепла от верхней и нижней полусфер, соответственно; 𝑇 (𝑡),
𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), 𝑇
+
𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) - изменяющиеся по времени температуры частицы и ее поверх-
ностей в точках теплообмена в градусах Кельвина.
Решение (11) для случая, если 𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и 𝑇
+
𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) за время импульсного воздей-
ствия 𝜃 меняется мало, имеет вид экспоненты.
Следует подчеркнуть, что выражение (11) получено для нагрева без фазового преобразова-
ния частицы, которое сопровождается поглощением скрытой теплоты плавления, вследствие
чего температура в квазистационарной системе в течение некоторого периода должна оста-
ваться постоянной. При лазерном плавлении, когда продолжительность нагрева составляет
микросекунды, величина перегрева относительно точки термодинамического равновесия су-
щественно возрастает и реальная температура плавления металла может быть много выше
равновесной. Так, в [14] показано, что при лазерном плавлении ниобия величина перегрева
достигает 300-500 градусов Кельвина и зависит от длительности и плотности энергии в им-
пульсе. На кривой нагрева при плавлении фиксируется максимальное значение температуры,
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после чего наблюдается ее снижение, и затем вновь повышение [15, 16, 17]. Для описания
изменения фазового состояния частицы в контексте решаемой задачи достаточно построить
самую грубую модель, при которой изменение фазы вещества частицы протекает при неиз-
менной температуре:
𝑑𝑄𝑚 (𝑡)
𝑑𝑡
= 𝑘𝑚 ·
[︂∫︁∫︁
𝑆1
𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆1 +
∫︁∫︁
𝑆2
𝑇+𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 𝑑𝑆2
]︂
, (12)
где 𝑄𝑚 (𝑡) - приращение внутренней энергии частицы, обусловленное фазовым переходом; 𝑘𝑚
- коэффициент пропорциональности.
Изменение внутренней энергии для случая, если 𝑇+𝐿 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) и 𝑇
+
𝑒 (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) в течение
времени импульсного воздействия 𝜃 меняется мало, имеет вид наклонной прямой, угол на-
клона которой определяется разностью величин удельных тепловых потоков: поступающего
от лазерного источника и рассеиваемого в пространстве. Количество тепла, необходимого для
полного расплавления частицы, определяется зависимостью
Δ𝑄𝑚 = 𝑄𝑚2 −𝑄𝑚1 = 4𝜋𝑅
3𝜌𝑐𝑚
3
⃒⃒⃒⃒
𝑇 = 𝑇𝑚
, (13)
где 𝑄𝑚1 - внутренняя энергия, накопленная в частице при ее нагреве до температуры плавле-
ния; 𝑄𝑚2 - внутренняя энергия, накопленная в частице при ее нагреве до температуры плав-
ления и выдержке при этой температуре до полного расплавления частицы; 𝜌 - плотность
материала частицы; 𝐴𝑚 - удельная теплота плавления; 𝑇𝑚. - температура плавления.
По зависимости (13) может быть определен процент M массы частицы, перешедшей в
жидкую фазу, при неполном ее расплавлении:
𝑀 =
𝑄𝑚3 −𝑄𝑚1
𝑄𝑚2 −𝑄𝑚1 · 100%, 𝑄𝑚1 6 𝑄𝑚3 6 𝑄𝑚2, (14)
где 𝑄𝑚3 - внутренняя энергия, накопленная в частице при неполном ее расплавлении.
Графики изменения температуры и энтальпии показаны на диаграммах (рис. 2).
Рис. 2. Диаграммы нарастания температуры и энтальпии частицы
На рис. 2 использованы следующие обозначения: T - температура частицы в целом; 𝑇𝑚.
- температура плавления; Q - накопленная внутренняя энергия частицы; 𝑡𝑖1 - время нагрева
до температуры плавления; 𝑡𝑖2 - время до полного расплавления частицы; i ∈ {1, 2, 3, 4}. На
первом и втором графиках показаны диаграммы нарастания температуры и теплоты, накоп-
ленной в частице. Диаграмма 1 (пунктирная линия), определяет случай, когда ось лазерного
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луча совпадает с центром шара. В этом случае скорость нарастания температуры частицы
T до точки плавления 𝑇?; максимальна, и частица нагревается до указанной температуры за
время 𝑡11. Далее температура не меняется, и в частице постепенно осуществляется фазовый
переход, при котором твердая субстанция преобразуется в жидкость. В момент 𝑡12 весь объем
шара превращается в каплю, после чего температура жидкости начинает снова возрастать по
экспоненте.
Диаграмма 2 (сплошная линия), определяет случай, когда ось лазерного луча смещена
относительно центра шара, но еще находится в зоне гарантированного расплавления частицы.
Частица нагревается до температуры плавления за время 𝑡21, а до полного расплавления - за
время 𝑡22. Диаграмма 3, показанная точечной линией, определяет нарастание температуры
и накопленной теплоты в частице, попавшей в зону неполного расплавления. Температура
частицы возрастает до величины 𝑇?; за время 𝑡31. Далее частица за счет накопления теплоты
расплавляется, но не полностью, поэтому момент времени 𝑡31 на этой диаграмме не показан.
И наконец, на диаграмме 4 штрихпунктирной линией показан нагрев частицы, если она лежит
вне зоны расплавления.
При функционировании 3D принтера частица и лазерный пучок занимают случайное по-
ложение друг относительно друга (рис. 3).
Рис. 3. Зоны фазовых состояний частиц (а) и вид материала детали (b)
В зависимости от взаиморасположения, частица может расплавиться полностью (зона 1),
частично (зона 2), или не расплавиться совсем (зона 3), что показано на рис. 3 а. В результате
спекания частиц формируется субстанция [18], структура которой показана на рис. 3 b. Как
следует из рисунка, наличие трех типов взаиморасположения частиц, расположенных хаотич-
но в объеме, и лазерного пучка, при спекании приводит к появлению в структуре пустот, не
заполненных материалом частицы.
На рис. 4 показан вертикально выращенный с помощью аддитивной технологии образец
для проведения механических испытаний из стали 07Х18Н12М2 (а) и структура его верхнего
(b) и нижнего (c) торцов [19].
Рис. 4. Структура образца из стали 07Х18Н12М2
Как следует из рис. 4, пористость нижнего торца (куда стекает расплавленная сталь) ниже,
чем пористость верхнего торца (откуда сталь стекает). Кроме того, на верхнем торце отчетливо
видна структура следа от перемещения лазерного луча.
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4. Заключение
Предложенная математическая макромодель нагрева и расплавления частицы мелкодис-
персного порошка, полученная из микромодели лазерного нагрева частицы, на примере стали
07Х18Н12М2, является ключевой в разработке инженерного подхода к оптимизации парамет-
ров функционирования 3D-принтера при практической реализации аддитивных технологий
изготовления деталей. Дальнейшее развитие этой тематики должно проводиться в направле-
нии эмпирического уточнения температуры поверхности частицы в точке падения лазерного
луча на поверхность частицы и определения параметров зон в зависимости от настроек 3D-
принтера.
Исследования были проведены при поддержке ФЦП «Исследования и разработки по при-
оритетным направлениям развития научно-технологического комплекса России на 2014-2020
годы» по теме: «Разработка прототипа инженерного программного обеспечения на основе
высокопроизводительных вычислений для оценки механических характеристик изделия, из-
готовленного с использованием аддитивных технологий (методом селективного лазерного
спекания) с учетом стратегии изготовления изделия» (уникальный идентификатор проекта
RFMEFI57717X0271.
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